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Рассматривается синтез линейной математической модели дизель-поезда с тяговым асинхронным 
приводом на основе динамической линеаризации модели объекта управления средствами 
геометрической теории управления. На основании последовательности инволютивных 
распределений получена линейная математическая модель в форме Бруновского. Приводится 
сравнение процессов в исходной и полученной линейной системе, которое подтверждает 
правильность выполненных преобразований. Ил.: 2. Библиогр.: 10. 
 
Ключевые слова: линейная математическая модель, тяговый асинхронный привод, 
геометрическая теория управления, инволютивные распределения. 
 
Постановка проблемы и анализ литературы. В современных условиях 
все более важное значение для железных дорог Украины приобретает 
снижение энергозатрат при перевозке грузов и пассажиров. Внедрение  
тяговых электроприводов с трехфазными асинхронными двигателями, которые 
по экономическим показателям превосходят приводы с двигателями на 
постоянном токе, – один из путей экономии энергоресурсов. Однако 
уменьшение потребления энергоресурсов возможно не только за счет 
внедрения более экономических приводов, но и за счет оптимизации режимов 
управления подвижным составом. В связи с этим актуальны работы, 
направленные на создание новых экономичных систем управления тяговым 
асинхронным приводом и на разработку систем поддержки принятия решений 
машинистом при управлении подвижным составом. 
Теоретическими исследованиями, связанными с поиском оптимальных 
законов управления движением составов, занимались многие ученые [1 – 6], 
однако приемлемая по точности математическая модель тягового 
асинхронного двигателя содержит не менее пяти обыкновенных нелинейных 
дифференциальных уравнений. Как видно из [7, 8], синтез оптимальных 
регуляторов для таких нелинейных объектов с помощью большинства 
известных методов теории оптимального управления весьма затруднен или 
практически невозможен. В связи с этим в работах [6, 9]  была предпринята  
попытка получить с помощью геометрической теории управления линейную 
модель объекта управления, эквивалентную исходной нелинейной модели 
привода, и с ее помощью выполнить синтез регулятора для электропривода. 
Однако в этих работах в математической модели объекта управления, в 
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качестве которого рассматривался отечественный дизель-поезд ДЭЛ-02, не 
учитывалось движение состава, но при управлении тяговым асинхронным 
приводом  важно не только поведение привода, но и график движения и 
расстояние, проходимое составом за интервал времени управления. В связи с 
этим важно уточнение модели объекта управления для целей поиска 
оптимальных управлений с помощью этой модели. 
 
Целью статьи является синтез уточненной линейной математической 
модели дизель-поезда с тяговым асинхронным приводом на основе 
динамической линеаризации модели объекта управления средствами 
геометрической теории управления.  
 
Движение дизель-поезда по перегону может быть описано системой 































































+W= αρ , (6) 
 
где S – расстояние, отсчитываемое от начала перегона; t – время; 
22211 ,,  , aakk  – постоянные коэффициенты; W – угловая скорость вращения 
эквивалентного асинхронного двигателя; Vk =W – скорость движения дизель-
поезда; rm JLpL=μ ; р – число пар полюсов статора двигателя; mL  –
индуктивность контура намагничивания; J – момент инерции, приведенный к 
валу двигателя; rL  – полная индуктивность ротора; 
22
vrurd Y+Y=Y  – 
потокосцепление ротора двигателя; urY , vrY  – потокосцепления ротора 
двигателя по осям u и v; sinρcosρ usvsq iii -=  – ток статора по оси q в системе 





æ Y+YY= 22arcsinρ vrurvr  или ÷ø
öç
è
æ Y+YY= 22arccosρ vrurur ; ;1α rT=  rT  – 
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постоянная времени ротора двигателя; ρsinρcos vsusd iii -=  – ток статора по 












+= ; s  – полный коэффициент 
рассеяния; sL  – полная индуктивность статора; )(σβ rsm LLL= ; 
ρsinρcos vsusd uuu += ; ρsinρcos usvsq uuu += . 
Введем в правые части уравнений (4), (5) объекта управления новые 
управления 
 )/(σαβ/α 21 sdddqmq LuiLipu +Y+Y+W= ; (7) 
 )/(σβ/α2 sqddqdmd LupiiLipu +WY-Y-W-= . (8) 
 
Обозначив Sx =1 ; W=2x ; dx Y=3 ; dix =4 ; qix =5 ; ρ6 =x ; ka =12 ; 
2122 aa -= ; 22222 aa -= ; μ1235 ka = ; α33 -=a ; mLa α34 = ; γ44 -=a ; γ55 -=a ; 
pa =62 ; mLa α635 =  и подставив управления (7), (8) в уравнения (4), (5) 




















































Определим возможность преобразования нелинейной системы уравнений 
(9) к форме Бруновского [6, 8]. Для этого определим, выполняются ли условия 
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инволютивности для последовательности распределений ,0M 21   , MM  [8, 10]. 









































21 == Y;Y , 
где ),  ,  ,  ,  ,( 654321 xxxxxx=x . 
Поскольку векторные поля 1Y  и 2Y  постоянны, то распределение 
},{span 21
0 YYM =  – инволютивно и 2dim 0 =M ; },{span 21 YY  – линейная 
оболочка векторов 1Y  и 2Y ; 
0dim M  – размерность распределения 0M  [10]. 
Рассмотрим распределение 1M },,,span{ 2121 YLYLYY XX= , где 1YLX  и 










































































































































































Для инволютивности распределения 1M  необходимо выполнение 
условия 4]),[,,,,rank( 2121 =ji XXYLYLYY XX , где ji XX , – векторные поля из 






























aa -  
то ранг матрицы ]),[,,,,( 212121 YLYLYLYLYYR XXXX= равен пяти. 
 В связи с этим распределение 1M  не является инволютивным. Для 
определения канала, в который необходимо вводить интегратор, проверим 
инволютивность подраспределений },,span{ 121
1
1 YLYYM X=  и 
},,span{ 221
1
2 YLYYM X= . Очевидно, что .YL,YY,Y X 00,0,0,0,0,][][ 1121 ==  



































YLX . Поэтому оба 
распределения 11M  и 12M  являются инволютивными и имеют одинаковую 
размерность, равную трем. Таким образом интегратор или дополнительную 
переменную можно вводить в любой канал. Однако, как показывают 
вычисления, один интегратор не позволяет решить проблему получения 
необходимого числа инволютивных распределений для расширенной системы. 
В расширенной системе распределение 1M  становится инволютивным, 
однако распределение 2M уже не является инволютивным. Поэтому введем во 
вторую подсистему уравнений два интегратора.  
 Обозначим 1
*
1 uu =  и введем дополнительные фазовые координаты 7x  и 
























































** YY , 
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*0 YYM =  – инволютивно и 2dim *0 =M . 
Поскольку 



















































** YLYLYYM XX=  также инволютивно, 
поскольку оно образовано векторами с постоянными компонентами, при этом 
.4dim *11 == Mm  


















































































































23534 0,0  ,  ,0  ,0  ,0  ,,0 x
aa











***** YLYLYLYLYL XXXXX  не равен 6, то распределение 
*2M  не 
является инволютивным. Так как динамическая линеаризация при наличии 
двух управлений возможна при наличии инволютивности более простых 













** YLYLYYM XX= , то проверим их инволютивность. 






** ¹YLYL XX . Распределение 
*2
2M  инволютивно, 
поскольку все его вектора имеют постоянные компоненты. 
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T00000000 ,,,,,,, . 
 Таким образом, распределение *32M  – инволютивно. На основе теории о 
линейных эквивалентах для нелинейных аффинных систем с двумя 
управлениями [10] получаем, что индексы управляемости k1 и k2 для 
рассматриваемого объекта управления одинаковы k1 = k2 = 4 и каноническая 
форма Бруновского имеет две клетки. Поскольку число рассматриваемых 
инволютивных распределений 1,,2,1,0, max -= kjj KM , где kmax – 
максимальный индекс управляемости, для данного объекта равен четырем, то 
условия для получения линейного эквивалента для рассматриваемого объекта 
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Поскольку модель объекта в форме Бруновского имеет две клетки, то 
необходимо определить две функции преобразования )(1
*T x  и )(2 *T x  от 
расширенной модели объекта управления к модели в форме Бруновского. 
Известно [8, 10], что также функции )(11
*Ty x= ,  )(22 *Ty x=  существуют и 
из них путем последовательного дифференцирования вдоль векторного поля 
***** uu 22111 YYXX ++=  можно определить 876432 ,,,,, yyyyyy . 
В рассматриваемой задаче  
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111 )( xTy
















XxxL *X ; 



















































)()() 755532351243433352351253235 xxaxaaxaxaxaaxxa +++++ ; 
525 )( xTy
















XxxL *X ; 



















































На рис. 1 и 2 приведены процессы, полученные с помощью 





На рис. 1 с помощью переменных х1 (модель (9)) и y1 (модель (10)) 
показано изменение во времени пройденного дизель-поездом расстояния при 
разгоне состава до 60 км/ч на ровном участке железнодорожного пути. Как 
следует из рисунка, х1 º y1. На рис. 2 показаны изменения скорости дизель-
Рис. 1. Поведение переменных 
1x  и 1y  во времени. 
Рис. 2. Поведение переменных  V  
и 2y  во времени. 
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поезда, полученные с помощью модели (9), переменная V, и модели (10), 
переменная y2. как видно из рисунка V º y2. Аналогичные тождества 
выполняются и для других переменных моделей (9) и (10). Таким образом, 
математическая модель в форме Бруновского эквивалентна исходной 
нелинейной модели (9).  
 
Выводы. Впервые средствами дифференциальной геометрии получена 
работоспособная линейная математическая модель дизель-поезда, с тяговым 
асинхронным приводом, эквивалентная нелинейной математической модели, 
описываемой системой нелинейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений шестого порядка. Полученная линейная модель в канонической 
форме Бруновского может быть использована для синтеза оптимальных 
законов управления тяговым подвижным составом.  
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